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169.

CALcvL INTEGRAL. — Meémoire sur U'emplot du nouceau calcul, appele
calcul des limites, dans Uinteégration d’un systéme d’équations diffe-

rentielles. .
C. R., T. XV, p. 14 (4 juillet 1842).

§ 1. — Considérations générales.
Soit donné, entre la variable indépendante ¢ et les inconnues
Ly Yy By ey
un systeme d'équations différentielles de la forme
(1) Dz =X, D,y =Y, D=7, s
X, Y, Z, ... désignant des fonctions connues de

Xy Yy 5 ..y L
Soient d’ailleurs
E) n, &,

les valeurs nouvelles qu’acquiérent les inconnues

x, ¥, 3
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quand la variable ¢ acquiert une valeur nouvelle désignée par <. Lors-
qu’on remplacera

x par & y parm, sparg, ...
une fonction donnée
(2) R=F(z, 5,5 ...)

des inconnues z, y, 5, ... acquerra elle-méme une valeur nouvelle re-
présentée par

F& 0t ...
et, si cette valeur nouvelle est développable par la formule de Taylor
en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de
< — 1, on aura '

(3) F(E, 8, .. )—R+—-—Dn+‘ ‘) DIR +.

Si dans I'équation (2) on remplace successivement la fonction F(x)
par chacune des inconnues

O -
on obtiendra les formules
‘E:x—i—r D,x+( Qt)'D,’x+...,
(4) ‘ n:y+'—tD,y-|—( t) Dy .
'::z =D pes .
\ 1.2

© qui représenteront les intégrales des équations (1), toutes les fois que
les séries

- - )
\ r, - lD,:r, =4 D}r,
1 1.2

(3) l T—t —
(y, “py, ©

..................................

seront convergentes. C'est du moins ce que I'on peut aisément démon-
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trer a I'aide d’un théoreme général que j'ai donné sur le développe-
ment des fonctions en séries. Donc, pour établir I'existence des inté-
grales générales des équations (1), il suffira de prouver qu’on peut
attribuer & T — ¢ un module assez petit pour rendre convergentes les
séries (3), toutes comprises dans la série plus générale

T —
1

(6) R,

‘D,R, MD,’R,
1.2

Donc, si I'on désigne par t le module de = — ¢, et par
:’0) ';h al’

des limites supéricures aux modules des quantités
R, DR, —-D:R
[ [RAR) 1.2 L0 BT ]

il suffira de prouver que le module ¢ peut devenir assez petit pour
rendre convergente la série

(7) ‘;?t ‘;l‘) 3,&’,

Observons maintenant que, en vertu de la formule (2), jointe aux
équations (1), on aura
! DR =D F(x, y,3,.. )X +D,F(z, y,3,...)Y +...,
D}R=.D}F(=z,y,3 .. )X+ D}F(z, y,5, ... )Y+ ..

(8) +aDD,F(x, p,5, ... )XY +...
' + D F(r,y,3 .. D X+D,F(x, 5,3, ...)D,Y+...,

en sorte que la valeur générale de DYR se composera de termes dont
chacun sera le produit d’'un nombre entier par une des dérivées par-
ticlles de divers ordres de la fonction F(x, y, 5, ...), et par des puis-
sances des fonctions X, Y, Z, ... ou de leurs dérivées. Cela posé,
soient

X, Yy Zy eey L
les modules d’accroissements imaginaires attribués aux quantités va-
riables .

Ly ¥y By ey
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et tellement choisis que, pour ces modules, ou pour des modules plus
petits, les fonctions
X, Y, Z ..., F(r,y,5...),

modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par rap-
port aux arguments et aux modules des accroissements dont il sagit.

Soient encore
N, JF, b .., &

les plus grands modules des fonctions
Xk, Y, 72, ..., R=F(z,7.5...)
correspondants aux modules
X, Y Z, ..., 1
des accroissements imaginaires attribués aux variables
Ty, ¥y 5 ...y L
En vertu du théoreme établi dans la séance précédente ('), pour obtenir

des limites

.

30’ ';I’ a!)
respectivement supérieures aux modules des quantités

R,

! 2
DR, TTZD‘R’ ceey

il suffira de calculer ces quantités dans le cas particulier ot 'on a
( X=az-ty-1s-t. ..t
Y =bx1y-ts-t.. .,

(9)
? ' Z=cz'y-ts'.. .t

(10) . R=Kz'y-ts-'...,

a, b, ¢, ... désignant des facteurs constants, puis d'attribuer aux va-
riables

Ly ¥y 3 ..., €
- ¢t aux constantes

a b, ¢, ..., K

(') QEuvres de Cauchy. S. 1, T. VI, p. 46{. — Extrait n° 167.




.

EXTRAIT N 16y, 9

les valeurs que détermine le systeme des formules

() | £ =—X, ryr=— s=—2, ceay t —-—1,
[ .
I X=X, Y=27r, 7=¢t, cees R=A,

jointes aux équations (9) et (10). D’ailleurs, pour déduire la série (7)
de la série (6), il suffira de joindre aux formules (11) la suivante

(11) T —t==u,

et, dans le cas particulier que I'on considére, la série (6) ne cessera
pas de représenter le développement de

l“(i‘ 7‘):1 L )

correspondant aux valeurs de 5, v, 7, ... que fournit I'intégration des
équations (1). Enfin, si le module v de = — ¢ est assez petit pour que la
série (7) soit convergente, il rendra convergente a plus forte raison la
série (6). Donc, pour établir 'existence des intégrales générales des
équations (1), et méme pour obtenir une limite en deca de laquelle 1a
différence = — ¢ puisse varier sans que les intégrales cessent d’étre dé-
veloppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances
entieres de cette différence, il suffit d’intégrer le systéme des équations

auxiliaires
Dix=ax'y-ts-t...t1,
) Diyy=bxty-ts1...t,

(13)
' Dis=carytst. .7},

Si les fonctions
X, VY, Z
ne renfermaient pas la variable ¢, alors, dans les valeurs de ces fonc-
tions que déterminent les formules (9), on devrait évidemment sup-
primer le facteur £~'. Donc alors les formules (9) deviendraient

X=arly-1s1...,
Y=bxrty1s1. ..,
(14) 4

L =czxlyts'...,

OEuvres de C. — S. 1, 1. VII. 2
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et les équations (13) se réduiraient aux suivantes :
Dz =ax'y-tzt...,
Diyy=bx'y-'z-1...
(13) s 4 '

.....................

§ 1. — Intégration des équations auxiliaires.

Considérons le systeme des équations auxiliaires

Dyr—axr-ty-ts-tod,

dans lesquelles a, b, c, ... désignent des quantités constantes. On en
tirera

Der _Duy _Des _
a b ¢ 777

(2)

puis, en intégrant la formule (2), et désignant par

Badsd

N
un nouveau systeme de valeurs correspondantes des quantités variables

Ty Yy Sy .y &
on trouvera

r—t ry—wn_3—=§ __
(3) e T

Concevons maintenant que I'on représente la valeur commune de
chacun des rapports qui constituent les divers membres de la for-
mule (3) par la lettre ¢, ou méme par le rapport

8
E’

k désignant une constante nouvelle que I'on pourra choisir arbitrai-
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rement. Alors la formule

7 r—f_y—m _s3—§  _ s
4) a — b - ¢ 7K
donnera
a b c
(5) .z'__.ﬁ-l-—iu, _y__n+iu. z_t+ia, e

et de ces derniéres équations, combinées avec la formule (2), on con-
clura
Dy =kz-t'y-tz-t,.. ¢,

ou, ce qui revient au méme,

(6) T =xrs..

.
’

a
= &

puis, en intégrant les deux membres de la formule (6), apres avoir
substitué a x, y, s, ... leurs valeurs tirées des formules (5), on trou-
vera

() 1(5):[‘(g+Eo><n+§9j)<;+§o)...dr?-

Ainsi les intégrales des équations auxiliaires se trouvent représentées
par les formules (5), la valeur de ¢ étant déterminée par la for-
mule (7). On pourrait, dans ces formules, réduire la constante k a
'unité; mais, pour rendre plus faciles les applications qu’il s’agit d’en
faire, il sera mieux de ne pas supposer k =11.

Si les équations auxiliaires se réduisaient aux suivantes

| Dir =azx—ty-tz-t...,
— —1 1 -—1
(8) Dy =bxty1s...,

Dis=cay-'z-t...,

alors le premier membre de la formule (6) se réduirait simplement

a la différentielle dt, et, i la place de I'équation (7), on obticndrait
celle-ci

(9) l—‘::[u(‘i—k%O)(’nﬁ-£0>(I+E0)...€?-



.

12 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

§ IIl. — Conséquences des formules établies dans les paragraphes
précédents.

Dans le cas particulier ot le systeme des équations différenticlles
données se réduit au systeme des équations auxiliaires, et ot I'on sup-

pose en outre
R=F(x, 5,5 ...) =Koyt .,

non sculement on a, en vertu des formules () du § 11,

8, ey

o

(1) E=~v—ga, n=y—gn  {=s5—

la valeur de 2 étant déterminée par la formule (7) du méme para-
graphe, qui peut étre réduite a

l(:é):v[u[x—f——g(e—a)] [)‘-f-gw—a)] ,11\_9

ou, ce qui revient au méme, a

(2) |<£\)=fo‘a(.t-—-;\—?9> ir—éﬁ\)...‘—;‘f,

mais aussi on a de plus
FGn, g, .. ) =K7n150 .,

et, par conséquent, eu égard aux formules (1),

3)  FEni ...):K(.t—%a)" (.r— :_(’a)_’ (:— ;_\a)"'

Cela posé, concevons que, dans le cas général ou les équations diffé-
rentielles et la fonction F(z, y, 5, ...) offrent des formes quelconques,
on construise la série

(4) R, “=‘pr, =Y
1 1.2

D!R, ...,

qui, d’apres la formule de Taylor, devrait représenter le développe-

ment de
F(E’n9 C‘ .. ‘)




EXTRAIT Ne 169. 13

suivant les puissances ascendantes de = — ¢. Pour obtenir une autre
série

('-’) “0’ '31") "‘l"‘a e

dont les différents termes soient respectivement supéricurs aux mo-
dules des termes de la série (1), il suffira, en vertu des principes éta-
blis dans le § I, de développer, suivant les puissances ascendantes
de v, lavaleur s de F(%, %, %, ...) que détermine la formule (3), jointe
a I'équation (2), apres avoir substitué aux quantités

R T A A a b, ¢, ..., K

leurs valeurs tirées des formules (9), (10), (11), (12) du § 1. Or, si
I'on choisit la constante k de maniere que I'on ait

(=X (= §)(—2). (= 1) =—K,

les formules (9), (10), (11), (12) du § I donneront, non seulement

r—=-—X, y=-—y, s =—1, e t=—1, T=v—1,
et, par suite,
T, ¢
t— 0
mais encore
a . b ¢ .
'IZ-_——’\" i"z'—‘w’, R::_"" ’
k
K=-a
1

Donc, pour obtenir la série (5), il suffira de développer, suivant les
puissances ascendantes de t, la valeur particuliere s de F(5, 5,4, ...)
déterminée par le systeme des formules

6) tl<x—€>_‘r-[8<l~§0><l—g6>(l—%G)...d&
PR T
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D'ailleurs, pour que la série (4) soit convergente, il suffira que la
série (5) le soit. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tukoreme I. — Soit donné, entre la varvable independante t et les

tnconnues
Xy )y Sy eeey

un systéme d’'équations dyfférentielles. Soent de plus

& m 4

de nouvelles valeurs de ces inconnues, qui correspondent a une nouvelle
valeur = de la variable t. On pourra tirer des équations différentielles don-
nées des valeurs de

EALS

P YO et méme de F(, 0,5 ...),

développables en series convergentes suivant les puissances ascendantes de
= — ¢, st la valeur de $ que détermine l'équation (7), jointe a la for-
mule (6), est elle-méme developpable en une seérie convergente ordonnée
swivant les puissances ascendantes de 1.

Corollaire I. — Si I'on pose, pour abréger,

—1
(8) e:tl(x—{) ’

la formule (6) deviendra

(9) é:[u(.-—”;‘a)(.-ge>(._§o>...do.

Corollaire II. — Si les équations différenticlles données ne ren-
ferment pas explicitement la variable ¢, alors, d’apres ce qui a été dit
précédemment (voir le § II), on pourra, dans la formule (2), rem-
placer le premier membre, c’est-a-dire le produit '

')
T
par la différence ¢ — =; et, en posant d’ailleurs

(=x)(=¥)(—2)...=—k,
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on ohtiendra, au licu de la formule (6) ou (g), I'équation

(10) ‘=~("<.—'_}‘9><1—§o)(;—%9)...40.

Corollaire 11I. — La valeur dc ¢ que donne I'équation (8) se déve-
loppe en série convergente par la formule

_ 1 z'+| 3 +
(11) e_.t—f—al 3t
lorsqu’on a
(12) <L

La valeur de &, que détermine I'équation (9), se développe elle-méme,
par la formule de Lagrange, en une série convergente ordonnée sui-
vant les puissances ascendantes de ¢, lorsqu'on a

(13) E<[t(l—§6>(l—%0) (l—%O).;.di

v étant le plus petit des rapports ,

X ¥
ewgtd <!
N5

Y eee;

L]

et il suffit évidemment que les conditions (12), (13) soient remplies
pour que la valeur de 5, fournie par I’équation (7), soit elle-méme
développable en série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de . Cela posé, on pourra énoncer encore la proposition
suivante :

TukoreMe 11. — Les mémes choses étant posées que dans le théoreme 1.
les valeurs de
L o0y, L, ... et méme de Fé, 0,8 ...)

seront développables en seéries convergentes, suivant les puissances ascen-
dantes de = — t, si le module « de =~ — t verifie simultanément les deux
conditions

4 <y, u(-—{><fo‘(\x—%e)(;_ijo)(.—i’o)...da.
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Alors ausst, en arrétant aprés un certain nombre de termes la serie qui
represente le developpementde F (5,4, , .. .), suivant les puissances ascen-
dantes de = — t, on obtiendra un reste dont le module sera inferieur au
reste correspondant de la serie que représente le developpement de s suivant

les puissances ascendantes de 1.

Corollaire 1. — Si les équations différentielles données ne ren-
ferment pas explicitement la variable ¢, alors, la formule (10) devant
étre substituée a la formule (13), la premiere des conditions (14) dis-
paraitra, ct la seconde se trouvera remplacée par celle-ci :

(13) t<v[b<l—1’:9><l—§0><x—%—0)...(19.

En terminant ce Mémoire, nous ferons une observation importante.
Lesdivers termes du développement de F(%, 1, Z, .. .), suivant les puis-
sances ascendantes de = — ¢, ne cesseront pas d’offrir des modules in-
féricurs aux termes correspondants du développement de s, si I'on fait
croitre ce dernier. Or ¢’est précisément ce qui arrivera si 'on substitue
i chacun des rapports

le plus grand d’entre eux, c'est-a-dire la quantité positive %, attendu
que, dans le développement de 8, chaque terme sera positif et propor-
tionnel a une puissance positive de chacun de ces rapports. Il suit de
cette observation que les formules (6), (7) pourraient étre remplacées
par les suivantes

o) = (=2 (-2 ]

’ — =1
(17) s:m(.—f) “

19

/

desquelles on tire

(18) ":’.J\[l—-ﬂ%l(l—s)_l]_T’

n désignant le nombre total des variables =, v, 5, ..., ¢.
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En substituant la formule (10) a la formule (6), comme on peut le
faire quand les équations différentielles données ne renferment pas
explicitement la variable ¢, on obtiendrait, au licu de la formule (18),
celle-ci

n—1

(19) s:a(._ns) -

Pareillement, la seconde des conditions (14) et la condition (15)
pourront étre, si I'on veut, remplacées par les suivantes

(20) t.l<1--—‘—><-'i

et

T
(21) l<;'

La formule (21), pour le cas ol I'on suppose n = 2, se trouve déja
dans le Mémoire lithographié de 1835.

170.
CALCUL INTEGRAL. — Mémoire sur U'emploi du calcul des limites
dans U'intégration des équations aux dérivées partielles.

C.R., T. XV, p. 44 (11 juillet 1842).

Peut-on intégrer généralement une équation aux dérivées partielles
d’un ordre quelconque, ou méme un systeme quelconque de sembla-
bles équations? C’est I3, comme je I'ai remarqué dans I’avant-derniere
séance, une question dont I'importance n’est pas contestée, mais dont
la solution ne se trouve nulle part. Or, a I'aide du théoreme fonda-
mental précédemment établi, je parviens, non seulement 4 résoudre

‘la question dont il s’agit, mais encore a déterminer les limites des
OEuvres de C. — S. 1, t. VII. 3
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erreurs que 'on commet quand on arréte, apres un nombre de termes
plus ou moins considérable, certaines séries qui représentent les dé-
veloppements des intégrales. Entrons a ce sujet dans quelques détails.

En augmentant, s’il est nécessaire, le nombre des inconnues,
on peut toujours réduire une ou plusieurs équations aux dérivées
partielles d’un ordre quelconque 2 un systeme d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre. Cela posé, concevons qu'il s’agisse
d’intégrer une ou plusieurs équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre entre une ou plusieurs inconnues et des variables indépen-
dantes

Zy Yy By .oy b

dont la dernikre ¢ pourra étre censée représenter le temps. Pour une
valeur particulitre 7 de la variable indépendante ¢, les valeurs géné-
rales des inconnues se réduiront nécessairement a des fonctions des
autres variables indépendantes z, y, s, ...; et, si ces valeurs générales
peuvent étre développées, par la formule de Taylor, en séries conver-
gentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence
t — 1, les premiers termes de leurs développements seront précisé-
ment les fonctions dont il s’agit, ct desquelles on pourra d’ailleurs
disposer arbitrairement. Il est donc naturel de penser que les inté-
grales générales d'une ou de plusieurs équations aux dérivées par-
ticlles du premier ordre renfermeront une ou plusieurs fonctions arbi-
traires, qui pourront étre censées représenter les valeurs initiales des
inconnues, c’est-a-dire leurs valeurs particulieres et correspondantes
a une valeur particuliere = de la variable ¢. 11 y a plus, pour étre en
état d’affirmer que les intégrales générales existent et sont représen-
tées, du moins entre certaines limites, par les développements que
fournit la formule de Taylor, il suffira de s’assurer que ces développe-
ments sont convergents, du moins pour des modules de la différence
t — 7 inférieurs a une certaine limite. Or, c’est ce que je parviens &
démontrer a I'aide des considérations suivantes.

J'examine d’abord le cas particulier ou les équations données sont,
non seulement du premier ordre, mais de plus linéaires par rapport
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aux dérivées partielles des inconnues, et ol il s’agit d’'intégrer ces
équations de maniére que toutes les inconnues se réduisent a des con-
stantes données pour une certaine valeur 7 de la variable ¢. A I'aide du
théoreme fondamental précédemment rappelé, j'obtiens assez facile-
ment, dans ce cas particulier, une limite en deca de laquelle le module
de la différence ¢ — = peut varier, sans que les séries déduites de la
formule de Taylor cessent d’étre convergentes. La détermination de
cette limite se trouve ramenée, par le méme théoreme, a I'intégration
d’une seule équation aux dérivées partielles du premier ordre, et une
analyse, dont la simplicité parait digne de quelque attention, me con-
duit a I'intégrale de I'équation dont il s’agit. Cette intégrale fournit
immédiatement les moyens de calculer, non seulement la limite cher-
chée du module de la différence ¢ — =, mais encore des limites des
crreurs que 'on commet lorsqu’on arréte apres un certain nombre de
termes les développements des inconnues en séries convergentes.

Apres avoir ainsi résolu, dans un cas particulier, la question que je
m’étais proposée, je ramene a ce cas particulier le cas général, a I'aide
des deux observations que je vais indiquer.

Yobserve, en premier lieu, que, si les valeurs initiales des incon-
nues ne vérifient pas la condition admise, en se réduisant a des con-
stantes données pour la valeur primitive = de la variable ¢, on pourra
représenter ces inconnues par leurs valeurs initiales augmentées d'in-
connues nouvelles qui rempliront évidemment la condition dont il
s’agit, puisqu’elles acquerront des valeurs constantes et méme nulles
pourt=r1. .

J’observe, en second lieu, qu'étant données une ou plusieurs équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre, mais de forme quel-
conque, il suffit de substituer a la recherche des inconnues la recher-
che de leurs dérivées du premier ordre, pour obtenir de nouvelles
équations du premier ordre, qui soient linéaires par rapport aux déri-
vées partielles des nouvelles inconnues. A la vérité, quand il existe
plus de deux variables indépendantes, le nombre des équations nou-
velles semble devoir surpasser le nombre des nouvelles inconnues;
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mais je prouve que la vérification de quelques-unes de ces équations
entraine la vérification de toutes les autres.

ANALYSE.

Intégration par série des équations linéaires aur dérivées partielles
du premier ordre.

Considérons d’abord une seule équation aux dérivées partielles du
premier ordre, entre des variables indépendantes z, y, 3, ..., ¢, dont
la derniére pourra représenter le temps, et I'inconnue w. Supposons
d’ailleurs que cette équation, étant linéaire, au moins par rapport aux
dérivées partielles de I'inconnue @, puisse, en conséquence, se ré-
duire a '

(1) ' Dim=AD,s+BD,m +...+ K,
ou, ce qui revient au méme, a
(2) s=Ap+Bg-+...+ K,
les valeurs de p, ¢, ..., s étant
(3) p = D.w, 9=D,w, ey s=Dw,
etA,B,...,K désignant des fonctions données de
Zy Yy Sy ey t, .

Enfin représentons par  la valeur particuliére de o qui correspond a
- une valeur donnée = de la variable ¢, et qui ne peut étre generaloment
fonction que des seules vanahlea

Zy, Y 3

Si I'inconnue , assujettie a la double condition de vérifier, quel que
soit ¢, I'équation (1), et, pour ¢ =7, la condition

(4) o= w,

peut étre développée, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, en
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une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de

la différence
t~—1,

le développement sera de la forme
(5)  mme+ L (=) + L(—T) ...,
la valeur de I, étant donnée par la formule

Diw
b
1.2...0

(6) I,=

dans laquelle on devra déterminer D} & a I'aide de I’équation (1), puis
remplacer, apres les différentiations, ¢ par < et @ par w. D’ailleurs, a
'aide du théoreme général que j’ai donné sur le développement des
fonctions en séries, on prouvera aisément que, si la série

(7) Li(¢—1), L(t—1),

est convergente pour de trés petits modules de ¢ — =, la valeur de &
. fournie par I'équation (3) vérifiera I'équation (1), tant que la série (7)
sera convergente et que les fonctions

A, B, ..., K

ne cesseront pas d’étre continues par rapport aux variables dont elles
dépendent. Donc, pour établir I'existence de I'intégrale générale de
I'équation (1), il suffira de s’assurer que la série (7) est convergente,
au moins pour les modules de la différence ¢ — © inférieurs a une cer-
taine limite. C'est ce que nous allons démontrer, en supposant d’abord,
pour plus de simplicité, la valeur initiale de w, c’est-a-dire la valeur
que w acquiert pour ¢ = 7, réduite & une quantité constante.

La valeur de D!w, tirée dans cette hypothese de I'équation (1), se
composera évidemment de termes dont chacun sera le produit d’un
nombre entier par des facteurs variables de la forme

(8) D£D".:.D;D3ZK,

ou par des facteurs du méme genre, mais dans lesquels la fonction K
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se trouvera remplacée par 'une des fonctions A, B, .... Représentons

d’ailleurs par
A, B, ..., K

ce que deviennent les fonctions
A, B, ..., K
quand on attribue aux quantités variables
Ty Yy 5 e 4 ®
des accroissements imaginaires

Z, ¥, E, ceey ty, wy
dont les modules
. X, ¥ Z, ..., t W
soient tels que, pour ces modules ou pour des modules plus petits,
A, B, ..., K

restent fonctions continues des arguments et des modules des accrois- |
sements imaginaires dont il s'agit. Enfin soient

Ay, W, ..., K
les plus grands modules des fonctions
A B ..., K
correspondants aux modules
X, ¥y Zy ..y L, W
des accroissements imaginaires
Iy ¥y By ey & @
de sorte que, en adoptant les notations du calcul des limites, on ait
(9) A=AA, W=AB," ..., AK=AK.

En vertu des principes de ce méme calcul, ct en supposant que, dans
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I'expression (8), on prenne aprés les différentiations

on trouvera

. X
(10) mod.DED}.. DIDFK < N o
la valeur de N étant
)] N=(1.2...g) (1.2...h)...(1.2...0) (1.2...m).

D’autre part, si I'on attribue aux fonctions
- A, B, ..., K
les formes particulieres que déterminent les équations
A=az'y-'...t'w),

B=bz'y'...t7'w},
(12)

a, b, ..., k désignent des quantités constantes; alors, en posant aprés
les différentiations

on trouvera

h myg — .
(13) DED}.. . DIPEK =N o s

et, pour obtenir le second membre de la formule (10), il suffira évi-
demment de prendre, dans le second membre de la formule (13),

(14) r—=—X, r=—yY, Ceey T=—1t, w=—v,

(15) K =K.
Cela posé, soit 3, ce que devient, dans Féquation (5), le coefficient

L__ Diw
" 1.2.3...n

lorsque, dans les divers termes dont ce coefficient se compose, on rem-
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place les facteurs variables ou de la forme
DED%...DiDEK

par des limites supérieures 4 leurs modules, tirées de la formule (10)
et des formules analogues. Si d’ailleurs on nomme ¢ le module de
t — =, alors, pour que la série (7) soit convergente, il suffira que la
série

(16) 31ty 3att,

le soit elle-méme; et si, en supposant cette condition remplie, on
prend .

(17) 8=+t +. ..,

@ sera précisément ce que devient la valeur de o — w, tirée de I'équa-
tion (1), et donnée par la formule (5), quand on attribue a , y, s, ...,
7, w les valeurs que déterminent les équations (14), puis a la diffé-
rence ¢ — T et aux constantes

a, b, ..., k
les valeurs que déterminent, d’une part, la formule
(18) t—t=y,
d’autre part les équations
(19) A=d, B=1, . K=,
jointes aux formules (12), ou plutét a celles-ci
(A=ax-tyt. ..t e},

— -1 1 —~1 =1
(20) B=1bz"1yt...tv"tu,

attendu qu’en calculant la valeur de I, on doit, dans les diverses déri-
vées de A, B, ..., K, remplacer ¢ par = et & par w. Il nous reste a inté-
grer I'équation (1) jointe aux formules (12), c’est-a-dire, I'équation
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linéaire aux dérivées partielles

ap+bg+...+k
(21) s= P 7 ’
IYys.. e
ou
sryvs. .. s

(22) ap+bq+...+k:"

que I'on peut encore présenter sous la forme

srys.. o _
(23) l<ap+bq+...+.(‘)_°’

et a I'intégrer de maniere que la valeur initiale de & se réduise a la
constante w, par conséquent, de maniere que, pour ¢ =7, on ait
(24) w=w, p=0, g=o,

Or, pour intégrer sous ces conditions I'équation (23), il suffira, d’a-
prées ce que nous avons dit ailleurs, d’éliminer de nouvelles variables

E.) N, Cr

entre les intégrales de la formule

(dz _dy  _dt_ do
. sP—Q—'°'_S—Pp+Qq+...+Ss
(33)
_ dp _ dq . ds
——(X—t—pll)——(Y—f—ql])_"'—-—(T—t—sll)’

pourvu que 'on suppose

x=21, Y=1, e, T=1, m— L,

6) *
2 «
S . b |
T ap+bg+... Kk Tap+bg+...+k ' 5

et que I'on intégre la formule (25), de maniére a vérifier pourt ==
les conditions (24) jointes a celles-ci

(27) xr=E, y=m, =, Ceey s=g,
OEuvresde C.— S. 1, t. VL. 4
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la valeur de 5 étant
k
(28) C_Enc...rm'
afin que I'une des intégrales dont il s’agit se réduise précisément a I'é-
quation (21).
Observons maintenant que, de la formule (25), jointe aux équa-
tions (26), on tire non seulement

P_Q_ __Pp+Qqg+...+8s
a—b—-...—- —/(' ’
et par suite
dz _dv ___ do
a b T K
puis en intégrant
r—t y—m___w—w
(39) a b T T Tk’
mais encore
Ss—Tt—o,
ct par suite
(30) dw _sdit+tds _ sdi+tds
Pp+Qg+...+8s~ —sll — st
=)

D’ailleurs les formules (26) et (21) donnent

\ k _ k
Pp+09+"'+s‘—'ap+bq+...+k_x)':...slm.

Donc la formule (30) pourra étre réduite a

. dw__  sdt+tds /1),
I)‘...T_————S:t’ —d(.;i)’

et, comme la formule (29) donne
b
(31) = -—;(m—m), y:*n—z(m—w). ceey

on aura encore

d(}‘):(g—a";“’) (n—b";"’)...‘.’;}.
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En intégrant cette derniére équation, on trouvera

__.__[ w(z-«: )( :)...“g,

ou, ce qui revient au méme, eu égard a la formule (28),

T -w
2 @ 6 dj,
(32) = z*f (‘“ (” "x)"'T'
ct si, a I'aide des formules (31), on élimine &, v, J, ... de 'équa-

tion (32), celle que I'on obtiendra, et que I'on pourra simplifier en
vertu de la formule

fm_wj(m—...—owe: fw_"/(e)de,

v o bl ]

¢’est-a-dire, I'équation

\'slt '(.r—}—aui m)( +bm—"’)---

| [ (e ad) (o ]) 2
o \ .

\

(33)

fournira, sinon la valeur méme de I'inconnue = considérée comme une
fonction de z, y, 5, ..., ¢ propre a vérifier la formule (21), du moins
une relation entre cette inconnue = ct sa dérivée partielle

$ = D‘m.

Cela posé, pour obtenir la valeur méme de o, il suffira évidemment de

multiplier par
P P sdt=D,mdt

les deux membres de la formule (33), puis d'intégrer ces deux mem-
bres, en considérant z, y, 5, ... comme constantes, et o comme fonc-
tion de ¢. En opérant ainsi, et ayant égard aux formules

f‘f(m—m)D,mdl:fu—mf(O)aw,

Lm[w-uf(e)dmd0=[ﬂ_u[ef(0)d6d9=£a—w(m_m_g)f(g) s,
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